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Abstract

In this paper, we give an introduction to the grammatical calculus, which originated
from the umbral calculus of Rota. Context-free grammars arise in computer science. Dif-
ferential operators can be viewed as the production rules of context-free grammars. By the
properties of differential operators, we may perform the grammatical calculus on a rigorous
basis, for the purposes of deriving combinatorial identities and computing generating func-
tions. A grammatical labeling serves as a bridge between a combinatorial structure and the
grammar. A grammar may be instrumental in constructing a bijection between two combi-
natorial structures sharing the same grammar. Such a bijection is called a grammar assisted
bijection. Many combinatorial structures admit recursive constructions that are context-free
in some sense, for example, in connection with the Eulerian polynomials, Bell polynomials,
the Ramanujan polynomials and the Narayana polynomials.
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摘要

本文简要介绍文法演算方法. 文法演算的想法源于 Rota的暗影演算 (umbral cal-
culus). 上下文无关文法 (context-free grammars)源于计算机科学,而微分算子正好可
以看成是具有上下文无关的性质的算子. 许多组合结构的递归构造也具有上下文无
关的性质. 利用微分算子的性质, 我们可以进行严格的文法演算. 文法演算可以用
于证明恒等式以及计算生成函数. 文法标号则是从组合结构到文法的桥梁. 文法还
能帮助寻找组合双射. 如果两个组合结构有相同的文法, 则可以通过文法来辅助建
立双射. 许多经典的组合问题都有相应的文法解释,如 Eulerian多项式, Bell多项式,
Ramanujan多项式和 Narayana多项式.

关键词:文法演算,文法标号, Eulerian多项式, Bell多项式, Ramanujan多项式, Narayana
多项式.

MSC主题分类: 05A15, 05A19.

1 引言

上下文无关文法源于计算机科学, 由 Chomsky 提出, 是程序设计语言的理论基
础,参见文献 [23, 24, 46]. 在微积分中微分的概念就具有上下文无关的性质:

D( f g) = D( f )g+ f D(g),
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这里 D是通常的微分算子. 当对 f 微分时,与 g无关. 同样,对 g微分时,也跟 f 无关.
从组合计数的角度看, 我们只需考虑满足上述关系式的算子, 而不必要求 D(x) = 1.
或者用代数的语言讲,我们只需考虑一个微分代数,即一个有满足上述关系式的算子
的代数. 例如,考虑变量为 x,y的二元多项式,并定义形式导数

D(x) = xy, D(y) = xy. (1.1)

用形式语言 (formal language)的术语,上述算子可以用生成式 (production rules)来表
示

x → xy, y → xy. (1.2)

上述文法就是 Eulerian 多项式的生成文法. 严格说来, 我们这里所说的文法与计算
机科学中的文法还不完全一致,但核心的想法确实是文法生成式的概念,以及语言的
递归生成概念. 这里的变量是可交换的. 我们只关心生成法则, 而不是语言的结构.
很多组合结构是可以递归生成的, 从计数的角度看, 是可用上下文无关文法来描述
的. 文献 [10]中提出了文法演算的概念,并给出了一些经典公式的文法推导. Johnson
[49] 认为文法演算也为传统的符号演算奠定了严格的基础. 特别是从文法的角度看,
Lagrange反演公式和 Cayley树的计数公式是等价的,见 [10]. 值得一提的是, Rota提
出的哑算子方法或哑演算 (umbral calculus)使得传统的符号演算严格化了,相关内容
见文献 [68]. 本文把 umbral calculus译为暗影演算. 文法的出发点也源于 Rota的思
想.

上述形式导数 (1.1)可以用微分算子来表示:

D = xy
∂
∂x

+ xy
∂
∂y

. (1.3)

Dumont [31] 认为,从组合的角度看,文法生成式的形式更便于应用. 但从计算的角度
看,微分表达则更便于在计算机代数中实现,同时也表明形式导数具有微分算子的性
质. 以 Eulerian 多项式为例, 见文献 [63, 76]. 对于二元齐次的 Eulerian 多项式, 设
A0(x,y) = y,且对 n ≥ 1,定义

An(x,y) = Dn(y).

An(x,y)的前几项值如下:

A1(x,y) = xy,

A2(x,y) = xy2 + x2y,
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A3(x,y) = xy3 +4x2y2 + x3y,

A4(x,y) = xy4 +11x2y3 +11x3y2 + x4y,

A5(x,y) = xy5 +26x2y4 +66x3y3 +26x4y2 + x5y.

由于 An(x,y)可由 D产生,算子 D可被看成一个产生算子 (creation operator),但它仍
具有湮灭算子 (annihilation operator)的微分性质. 当 y = 1时, An(x,y)等于单变量的

Eulerian多项式 An(x).

对 n≥ 1,设 Sn为 [n] = {1,2, . . . ,n}上所有的排列的集合. 一个排列σ =σ1σ2 · · ·σn ∈
Sn的下降集和下降数分别定义为

Des(σ) = {i | 1 ≤ i ≤ n,σi > σi+1}, des(σ) = |Des(σ)| ,

这里我们采用带边界版本的定义,即假设 σn+1 = 0. 类似地,我们可假定 σ0 = 0并定

义 σ 的上升集 Asc(σ)和上升数 asc(σ),

Asc(σ) = {i | 0 ≤ i ≤ n−1,σi < σi+1}, asc(σ) = |Asc(σ)| .

在上升集和下降集中的指标分别称为上升位和下降位. 二元齐次 Eulerian 多项式的
组合定义如下: 对 n ≥ 1,

An(x,y) = ∑
σ∈Sn

xasc(σ)ydes(σ). (1.4)

当然可以用递归来证明算子定义和组合定义的等价性. 而文法标号 (grammatical
labeling)可直接解释这两种定义的等价性. 这就是文法标号最初的由来. Dumont在
文献 [31]中通过在循环排列上引入文法标号发现了 Eulerian多项式的文法. 有了合
适的文法标号, 便可把一个组合结构的递归构造用文法来表达, 而非通常的递归关
系. 用递归关系推导出文法的例子很多,例如见 [44, 54, 55, 84, 85].

有了文法的上下文无关性,可定义线性算子 D,它满足 Leibniz公式:

Dn(uv) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
Dk(u)Dn−k(v). (1.5)

特别地,

D(u−1) =−u−2 D(u). (1.6)
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例如,如果 D(x) = x,则有

D(x−1) =−x−1. (1.7)

本文将结合一些例子简要阐述文法演算的思路和应用, 所涉及的组合数和组合
多项式包括集合划分和 Bell数, Eulerian多项式,排列的山峰多项式,排列的升降多项
式, Diaconis-Evans-Graham 定理, (g(x)D)n f (x) 的算子展开公式, Ramanujan 多项式,
选票数和 Narayana数以及平面树.

2 暗影演算与文法演算

Rota的暗影演算最简单的例子是证明以下的反演公式,亦称为二项式反演公式:

an =
n

∑
k=0

(
n
k

)
bk (2.1)

对所有 n成立,当且仅当

bn =
n

∑
k=0

(−1)n−k
(

n
k

)
ak (2.2)

对所有 n 成立. 传统的符号演算是把 an 看成 an, 所以 (2.1) 可以写为 an = (b+ 1)n,
而 bn 则可写为 (b+ 1− 1)n. 用二项式定理即可得到 (2.2). Rota [68] 定义线性泛函

L(xn) = bn,这样 (2.1)就可表示成 an = L((x+1)n),又因为 bn = L(((x+1)−1)n),这个
可展开得到 (2.2). 这样就解释了为什么可以把下标看成方幂. 用文法亦可解释上面
的反演关系. 定义

x → x, bi → bi+1 (i ≥ 0).

如果用 D表示上述文法的形式导数,则由 Leibniz公式 (1.5)可知 (2.1)可表示为 an =

x−1Dn(b0x). 注意到

bn = Dn(b0) = Dn(b0xx−1),

由 D(x−1) =−x−1和 Leibniz公式即可得到 (2.2).

第二个简单的例子是证明下面的恒等式:

(2n)!! =
n

∑
k=0

(
n
k

)
(2k−1)!!(2(n− k)−1)!!, (2.3)
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这里 (2k−1)!! = 1 ·3 · · · · · (2k−1), (2n)!! = 2 ·4 · · · · · (2n),且 (−1)!!和 0!!被定义为 1,
见 Triana-Castro的文献 [77].

考虑文法 a → a3的形式导数 D,对 n ≥ 0,易见

Dn(a) = (2n−1)!!a2n+1, Dn(a2) = (2n)!!a2n+2.

于是用 Leibniz公式展开 Dn(a2)即得等式 (2.3),该等式等价于下面的经典公式:

n

∑
k=0

(
2k
k

)(
2n−2k
n− k

)
= 4n.

下一个例子是证明复合函数 f (g(x)) 的高阶导数公式, 即 Faà di Bruno 公式. 设
fi = f (i)(g(x))及 gi = g(i)(x),则

( f (g(x)))(n) =
n

∑
k=0

fk ∑
k1,k2, ...,kn≥0

n!
k1!k2! · · ·kn!1!k12!k2 · · ·n!kn

gk1
1 gk2

2 · · ·gkn
n , (2.4)

第二个和式的取值条件为 k1+k2+ · · ·+kn = k及 k1+2k2+ · · ·+nkn = n. 上式中的系
数有在集合划分上的组合解释. 集合 [n]的一个划分是由 [n]的若干非空不交子集 (称
为块)构成的集合 {B1,B2, . . . ,Bk},满足 B1∪·· ·∪Bk = [n]. 记其类型为 1k12k2 · · ·nkn ,这
里 ki 表示划分 π 中含有 i个元素的块的个数. Faà di Bruno公式中的系数为 [n]的类

型为 1k12k2 · · ·nkn 的划分 (partitions) 的个数. Faà di Bruno 公式有传统的符号演算证
明,见文献 [66]. 下面给出 Faà di Bruno公式的文法推导. 这里需要的文法是

fi → fi+1 g1 (i ≥ 0), gi → gi+1 (i ≥ 1). (2.5)

例如,

D( f0) = f1g1

D2( f0) = D( f1)g1 + f1 D(g1) = f2 g2
1 + f1 g2,

D3( f0) = f3 g3
1 +3 f2 g1 g2 + f1 g3.

设 fi = f (i)(g(x))及 gi = g(i)(x),则Dn( f0) = ( f (g(x)))(n). Faà di Bruno公式的组合解释
可用如下文法标号来给出. 给定 [n]的一个类型为 1k12k2 · · ·nkn 的划分,用 fk标记整个

划分,表示有 k个块,这里 k1+k2+ · · ·+kn = k,用 gi来标记一个含有 i个元素的块,则
整个划分的标号为 fkgk1

1 gk2
2 · · ·gkn

n . 文法 (2.5)正好说明了从一个 [n]的划分生成一个
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[n+1]的划分的所有可能情形: (1)将 n+1单独作为一个块,对应生成式 fk → fk+1g1.
(2)把 n+1添加到一个含有 i个元素的块,对应生成式 gi → gi+1.

这个文法的简约形式可用来生成第二类 Stirling数和 Bell数:

G = {a → ax, x → x}. (2.6)

记 S(n,k)为第二类 Stirling数,即把 [n]分为 k个块的划分的个数,记 Bn为 [n]的所有

划分的个数.

定理 2.1 (Chen [10]). 假设 D是文法 (2.6)的形式导数,则对 n ≥ 1,以下等式成立:

Dn(a) = a
n

∑
k=1

S(n,k)xk, (2.7)

Bn = a−1Dn(a)
∣∣
x=1. (2.8)

下面举两个例子说明怎样用文法演算证明关于 Bell 数的恒等式. Spivey [75] 得

到了下面的恒等式:

Bn+m =
n

∑
k=0

m

∑
j=0

jn−kS(m, j)
(

n
k

)
Bk.

用文法 (2.6),对 i ≥ 0,有 Di(x j) = jix j,所以

Dn+m(a) = Dn(Dm(a)) = Dn

(
m

∑
j=0

S(m, j)ax j

)
=

m

∑
j=0

S(m, j)Dn(ax j).

用 Leibniz公式展开 Dn(ax j)并设 a = x = 1,即得 Spivey公式. 该公式的细化形式可
追溯到 Verde -Star [78] 的工作,其文法证明在文献 [10]中给出. 关于该公式的推广和
应用,见文献 [40, 72, 80].

Shattuck [71]给出了如下等式的组合证明. 对 0 ≤ j ≤ n,下式成立:

j

∑
i=0

(−1)i
(

j
i

)
Bn+1−i =

n− j

∑
k=0

(
n− j

k

)
Bn−k. (2.9)

利用文法 (2.6),考虑下面的和式

j

∑
i=0

(−1)ix−1
(

j
i

)
Dn+1−i(a).
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根据 (1.7),上式可写为

j

∑
i=0

(
j
i

)
Di (x−1)D j−i (Dn+1− j(a)

)
.

用 Leibniz公式可得
D j (x−1Dn+1− j(a)

)
.

由于 D(a) = ax和 D(x) = x,上式等于

D j (x−1Dn− j(ax)
)
= D j

(
x−1

n− j

∑
k=0

(
n− j

k

)
Dk(x)Dn− j−k(a)

)

=
n− j

∑
k=0

(
n− j

k

)
Dn−k(a).

由此可得
j

∑
i=0

(−1)ix−1
(

j
i

)
Dn+1−i(a) =

n− j

∑
k=0

(
n− j

k

)
Dn−k(a). (2.10)

设 a = x = 1,等式 (2.9)得证.

对 n ≥ 1,指数多项式 (the exponential polynomials)的定义是

ϕn(x) =
n

∑
k=1

S(n,k)xk.

其文法的表示为

ϕn(x) = a−1Dn(a).

于是等式 (2.10)可写为

j

∑
i=0

(−1)i
(

j
i

)
ϕn+1−i(x) = x

n− j

∑
k=0

(
n− j

k

)
ϕn−k(x).

文献 [71]给出的对合 (involution)对上述推广形式也有效.

3 文法标号

这一节我们用三个例子来说明文法标号的概念. 事实上,在第 2节中 Faà di Bruno
公式的文法推导已用到文法标号. 简单说来,文法标号的作用就是为了证实一个组合
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结构的递归构造可以由一个上下文无关文法来描述. 第一个例子是排列的圈表示的
标号. 假设 n ≥ 1 且 σ 是 [n] 的一个排列. 关于排列的圈表示 (cycle notation, cycle
representation)有一个经典的结论: 对于 n ≥ 2, 1和 2在同一圈中的排列的个数等于 1

和 2不在同一圈中排列的个数,见 [64]. 从文法标号的角度看,这个事实很显然. 如果
把每个圈的最小元素放在最前面,而每个元素后面都标上 y,则 y表示这是一个可以

插入新元素的位置. 此外,用 a标记整个排列,或者说 a表示插入的元素将形成一个

单独的圈. 那么排列的圈表示的生成过程可由下面的文法来刻画:

a → ay, y → y2. (3.1)

当 n ≥ 2时, 1和 2在同一圈中的排列由标号导出的权重等于 Dn−2(ay2),而 1和 2在

不同圈中的排列的权重也等于 Dn−2(ay2). 如果我们用 x标记一个圈, 则上述文法就
变成了

a → axy, y → y2. (3.2)

设 c(n,k)为 [n]的含 k个圈排列个数, D为上面的文法的形式导数,则对 n ≥ 1,

Dn(a) = ayn
n

∑
k=1

c(n,k)xk. (3.3)

Ma [55]给出了生成 c(n,k)的文法,

a → ab, b → bc, c → c2. (3.4)

对于 n ≥ 1,

Dn(a) = a
n

∑
k=1

c(n,k)bkcn−k.

令 b = xy, c = y,那么由文法 (3.4)可得文法 (3.2).

上述关于 1和 2是否在同一圈中的结果有一个简单的组合解释. 利用这个组合
解释, Chen [12] 给出了下述结果的组合证明: 对 n ≥ 1, [2n] 的奇圈排列 (每个圈都
是奇圈) 个数等于偶圈 (每个圈都是偶圈) 的排列个数. 用同样的文法推理可得, 对
n ≥ r ≥ 2, 1, 2, . . ., r在同一圈中的 [n]的排列个数等于 1, 2, . . . , r在不同圈中的 [n]的

排列的个数的 (r−1)!倍,即等于 n!/r. 这个数也由文法演算得到. 针对文法 (3.1),我
们有 D(ayi) = (i+1)ayi+1,所以

Dn−r(ayr) |a=y=1= (r+1)(r+2) · · ·n.
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对文法 (3.2)而言, x可视为常数. 易见对 i ≥ 0,有D(ayi) = (x+ i)ayi+1. 所以,对 n ≥ 1,
n

∑
k=1

c(n,k)xk = x(x+1) · · ·(x+n−1).

第二个例子是 Eulerian多项式的文法标号. Eulerian多项式可以由形式导数来定
义,也就是说可以由一个文法来生成. 假设 n ≥ 1. 对于 [n]的一个排列 σ = σ1σ2 · · ·σn,
定义 σ0 = σn+1 = 0. 对 0 ≤ i ≤ n−1,如果 i是一个上升位,则在 σi 和 σi+1 之间标注

x;反之标注 y. 当把元素 n+1插入到 σi和 σi+1之间,新的排列和 σ 相比标号的变化
总能用文法 x → xy和 y → xy来体现.

例如,令 n = 9且排列 π = 8 4 9 6 1 2 5 3 7. π 的文法标记如下所示:

x 8 y 4 x 9 y 6 y 1 x 2 x 5 y 3 x 7 y.

根据排列和递增二叉树 (increasing binary trees)的对应,见 Stanley [76],以及递增
二叉树和完全递增二叉树 (complete increasing binary trees)的对应, 上述对排列的标
号可对应到完全递增二叉树的标号. 具体说来,给定一个 [n]的完全递增二叉树,内节
点构成一个递增二叉树,左叶节点标号为 x,右叶节点标号为 y. 排列 π 对应的完全递
增二叉树的标号见图 1.

1

4

8 6

9

2

x 3

5 7

b

x y y

x y x y x y

图 1: 带 (x,y)-标号的完全递增二叉树.

第三个例子是 m-正则划分的文法标号. 对一个集合 [n]的划分,如果同一块中的
两个元素相差至少为 m, 则该划分为 m-正则. 这个概念源于计算生物学. [n]的 2-正
则划分的个数等于 Bell数 Bn−1,其中 Bn 为 [n]的所有划分的个数. Yang [81] 给出了

一个 m-正则划分等式的双射解释. Chen-Deng-Du [13] 给出对应集合的一个规约算法
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(reduction algorithm). 从文法的角度看, m-正则划分的生成和无限制条件的划分的生
成可用同样的规则来描述.

注意到在一个 m-正则 [n] 的划分中, n ≥ m, 前 m− 1 个最大元素 n−m+ 2,n−
m+3, . . . ,n在不同的块中. 把不包含这 m−1个元素的块标记为 x,包含这 m−1个元

素所在的块不标号. 其中无标记的块中不能插入 n+ 1, 这些标记为 x 的块中可以添

加 n+ 1. 此外,把整个划分标记为 a. 基于这个标号法则,考虑元素 n+ 1的插入. 当
把 n+1作为一个新的块添加到原划分后,含有元素 n−m+2的无标号块现在标号为

x,因为在向该块中添加元素 n+ 2时,新形成的块仍然是 m-正则的. 元素 n+ 1所在

块无标号. 当把 n+1添加到一个有 x标号的块,那么这个块的标号将被删除,但含有
n−m+ 2的块将被重新标记为 x. 这个标号法实际上描述了 m-正则划分的递归构造
过程. 伴随这个过程的文法为

a → ax, x → x. (3.5)

这正是生成普通划分的文法.

定理 3.1. 假设 m ≥ 1, n ≥ m. 设 D为文法 (3.5)的形式导数. 则 [n]的所有 m-正则划
分的权重之和可表示为 Dn−m(ax).

通过比较 m-正则划分和 (m− 1)-正则划分用相同文法的生成过程, 我们可以得
到一个双射,这样的双射称为文法辅助双射. 在这里文法引申出的双射和Chen-Deng-
Du [13]得到的双射是等价的.

4 Eulerian多项式及变型与文法演算

在引言中我们给出了二元齐次 Eulerian多项式的组合定义,见 (1.4). 当 y = 1时,
An(x,y)即是单变量的 Eulerian多项式 An(x). Eulerian多项式是关于排列上升位的多
项式, 与 Euler 数和 Euler 多项式的名称有别. Foata-Schützenberger [37] 有一个关于

Eulerian多项式的经典定理. 对于 n ≥ 1, An(x)可以唯一地展开为以下形式:

An(x) =
⌊(n+1)/2⌋

∑
k=1

γn,k xk(1+ x)n−2k+1, (4.1)
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其中 γn,k为非负整数. 上述表达式 (4.1)被称为 An(x)的 γ-展开,也可以写为二元齐次
形式

An(x,y) =
⌊(n+1)/2⌋

∑
k=1

γn,k (xy)k(x+ y)n−2k+1. (4.2)

系数 γn,k 被称为 Eulerian多项式的 γ-系数. 这些系数的非负性被称为 γ-正性.

Ma-Ma-Yeh [56] 给出了多项式 An(x,y)的 γ-正性的文法证明. 关于文法 (1.2),即
G = {x → xy, y → xy}做如下变量代换:

u = xy, v = x+ y.

由于

D(u) = D(xy) = xy2 + x2y = uv,

D(v) = D(x+ y) = 2xy = 2u,

该文法 G被转化为一个新的文法:

H = {u → uv,v → 2u}.

对于 n ≥ 1,有 An(x,y) = Dn
G(y) = Dn−1

H (u) |u=xy,v=x+y,其中 DG 是关于文法 G的形式

导数, DH 是关于文法 H 的形式导数. 由此可见, An(x,y)的 γ-正性可由文法直接推出.
此外,转换后的文法还能提供 γ-系数的组合解释.

以下是关于 Eulerian多项式等式的文法证明. 该等式由欧拉给出,见 [47].

命题 4.1 (Chen-Fu [14]). 对 n ≥ 1,

An(x) =
n−1

∑
k=0

(
n
k

)
Ak(x)(x−1)n−1−k, (4.3)

其中 A0(x) = x.

Proof. 根据文法 (1.2),有 D(x−1) =−x−2D(x) =−x−1y,且

D(x−1y) = x−1D(y)+ yD(x−1) = x−1y(x− y). (4.4)

由于 (x− y)相对于 D是一个常数,故

Dn(x−1y) = x−1y(x− y)n. (4.5)
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根据 Leibniz公式可知,当 n ≥ 1,

Dn(y) = Dn(xx−1y) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
Dk(x)Dn−k(x−1y)

=
n−1

∑
k=0

(
n
k

)
Dk(x)Dn−k(x−1y)+ x−1yDn(x).

(4.6)

将 (4.5)代入 (4.6),可得

(x− y)x−1 Dn(y) =
n−1

∑
k=0

(
n
k

)
x−1yDk(x)(x− y)n−k.

注意这里用到了 n ≥ 1时, Dn(x) = Dn(y). 令 y = 1便得到 (4.3).

正如Carlitz-Scoville [9]所指出,要从 Eulerian数 (Eulerian numbers)的递推关系中
直接推出 Eulerian多项式的生成函数并非易事. 然而,通过运用文法演算 (grammati-
cal calculus)则显得非常自然,见 Chen-Fu [15].

定理 4.1 (Chen-Fu [15]). 设 A0(x,y) = y. 我们有

∞

∑
n=0

An(x,y)
tn

n!
=

y− x
1− xy−1e(y−x)t

. (4.7)

下面给出 (4.7)的文法证明. 假设 f 是关于文法 (1.2)的变量 x和 y的洛朗多项式

(Laurent polynomial), D是该文法 G的形式导数. 定义 f 的指数生成函数为

Gen( f , t) = ∑
n≥0

Dn( f )
tn

n!
. (4.8)

假设 g也是 x和 y的洛朗多项式,根据 D的线性性和 Leibniz公式,下面的乘积性质
成立:

Gen( f g, t) = Gen( f , t)Gen(g, t). (4.9)

Proof. 在 A0(x,y) = y的假设下,当 n ≥ 0时, An(x,y) = Dn(y). 因此只需要计算生成
函数 Gen(y, t).

对文法 (1.2)的形式导数 D,有

D(y−1) =−y−2D(y) =−xy−1. (4.10)
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对于 n ≥ 0,

Dn(xy−1) = xy−1(y− x)n. (4.11)

鉴于积性性质 (4.9)以及当 c为常数时D(c)= 0的事实,我们只需考虑Gen(y−1, t)

即可,因为

Gen(y, t) =
1

Gen(y−1, t)
. (4.12)

利用 (4.10),得

Gen(y−1, t) = ∑
n≥0

Dn(y−1)
tn

n!
= y−1 − ∑

n≥1
Dn−1(xy−1)

tn

n!
.

结合 (4.11),我们得到

Gen(y−1, t) = y−1 − ∑
n≥1

xy−1(y− x)n−1 tn

n!

= y−1 − xy−1

y− x

(
e(y−x)t −1

)
=

1− xy−1e(y−x)t

y− x
,

代入 (4.12)得

Gen(y, t) =
y− x

1− xy−1e(y−x)t
. (4.13)

在排列的统计量中,胜位数 exc为经典的Eulerian统计量. 设排列σ =σ1σ2 · · ·σn ∈
Sn,若下标 1 ≤ i ≤ n满足 σi > i,则称 i为排列 σ 的一个胜位（excedance）,并以 exc(σ)

表示排列 σ 的胜位个数. 而 Stirling 统计量通常包含循环个数以及从左至右最大值
(left-to-right maximum),从左至右最小值,从右至左最大值 (right-to-left maximum)和
从右至左最小值等. 将 σ 分解为不相交循环后的循环个数 (包括长度为 1的循环),记
作 cyc(σ). σ 的一个从左至右最大值 (相应地,从左至右最小值)是指一个元素 σi,满
足对于所有 j < i都有 σ j < σi(相应地, σ j > σi);而 σ 的一个从右至左最大值 (相应地,
从右至左最小值)是指一个元素 σi,满足对于所有 j > i都有 σ j < σi(相应地, σ j > σi).
令 lrmax(σ), lrmin(σ), rlmax(σ)和 rlmin(σ)分别表示 σ 的从左至右最大值,从左至
右最小值,从右至左最大值和从右至左最小值的数量.
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Foata-Schützenberger [37]引入了如下多项式,该多项式结合了 Eulerian-Stirling统
计量,并被 Brenti [6]称为 Eulerian多项式的 q-模拟:

An(x;q) = ∑
σ∈Sn

xexc(σ)qcyc(σ). (4.14)

Brenti [6] 得到了 An(x;q)的生成函数,并证明了 An(x;q)是对数凹 (log-concave)且单
峰 (unimodal)的. 关于 An(x;q)的文法由Ma-Ma-Yeh-Zhu [57]给出.

Carlitz-Scoville [9]引入了多项式 An(x,y | α,β ), Ji [48]将其称为 (α,β )-Eulerian多
项式. 这些多项式根据排列上的 Eulerian-Stirling统计量进行计数, 其中包括下降数,
上升数, 从左至右最大值以及从右至左最大值. Carlitz-Scoville得出了 An(x,y | α,β )
的生成函数. 借助 Foata-Schützenberger [37] 的第一基本变换 (The First Fundamental
Transformation),可以看出 q-Eulerian多项式 (4.14)是 (α,β )-Eulerian多项式 An(x,y |
α,β )的一个特例. 更准确地说,我们有:

An(1,x | q,0) = An(x;q).

确切地说, Carlitz-Scoville [9]引入了如下的 (α,β )-Eulerian多项式:

An(x,y | α,β ) = ∑
σ∈Sn+1

xasc(σ)−1ydes(σ)−1α lrmax(σ)−1β rlmax(σ)−1, (4.15)

其中 Sn+1是 [n+1]的排列集合. 定义 A0(x,y | α,β ) = 1.

An(x,y | α,β )的前几个值如下:

A1(x,y | α,β ) = αx+βy,

A2(x,y | α,β ) = α2x2 +αxy+βxy+2αβxy+β 2y2

A3(x,y | α,β ) = α3x3 +αx2y+βx2y+3αβx2y+3α2x2y+3α2βx2y

+αxy2 +βxy2 +3αβxy2 +3αβ 2xy2 +3β 2xy2 +β 3y3.

Carlitz-Scoville [9]得到了 An(x,y | α,β )的如下生成函数:

定理 4.2 (Carlitz-Scoville [9]). 我们有

∑
n≥0

An(x,y | α,β )
tn

n!
=
(
1+ xF(x,y; t)

)α(1+ yF(x,y; t)
)β

, (4.16)

其中 F(x,y; t)由下式给出:

F(x,y; t) =
ext − eyt

xeyt − yext . (4.17)
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在 (4.15)中令 α = 0,β = 1,可得对 n ≥ 1,

An(x,y | 0,1) = ∑
σ∈Sn

xasc(σ)−1ydes(σ) = x−1An(x,y). (4.18)

通过对排列取补并交换 x和 y的角色, Ji [48]给出了一个等价定义:

An(x,y | α,β ) = ∑
σ∈Sn+1

xdes(σ)−1yasc(σ)−1α lrmin(σ)−1β rlmin(σ)−1. (4.19)

Ji [48]给出了如下生成 (α,β )-Eulerian多项式 (4.19)的文法.

定理 4.3 (Ji [48]). 假设 DE 为文法

E = {a → αax, b → βby, x → xy, y → xy} (4.20)

的形式导数. 对 n ≥ 0,

Dn
E(ab) = abAn(x,y | α,β ). (4.21)

基于该文法, Ji [48]给出定理 4.2的文法证明.

定理 4.2的文法演算证明 设 DE 为关于文法 (4.20)的形式导数. 由定理 4.3可
知

Gen(E)(ab, t) = ab ∑
n≥0

An(x,y | α,β )
tn

n!
. (4.22)

设 D为关于文法 (1.2)的形式导数,这里 α 和 β 被看成常数. 于是,

D(yα) = αyα−1D(y) = αyαx, D(xβ ) = βxβ−1D(x) = βxβ y. (4.23)

令 a = yα , b = xβ . 由 (4.23)可得

D(yα) = DE(a), D(xβ ) = DE(b).

易见

D(x) = DE(x), D(y) = DE(y).

对 n用归纳法可得,当 n ≥ 0,

Dn(yα) = Dn
E(a), Dn(xβ ) = Dn

E(b),

16



其中 a = yα , b = xβ . 因此,对 n ≥ 0,

Dn
E(ab) = Dn(xβ yα). (4.24)

于是,

Gen(E)(ab, t) = Gen(xβ yα , t)
(4.9)
=
(
Gen(x, t)

)β(Gen(y, t)
)α

. (4.25)

由定理 4.1的证明可知,

Gen(y, t) := ∑
n≥0

Dn(y)
tn

n!
= y
(
1+ xF(x,y; t)

)
, (4.26)

其中 F(x,y; t)由 (4.17)给出. 同理可证

Gen(x, t) := ∑
n≥0

Dn(x)
tn

n!
= x
(
1+ yF(x,y; t)

)
. (4.27)

将 (4.26)和 (4.27)代入 (4.25)可得

Gen(E)(ab, t) = yαxβ(1+ xF(x,y; t)
)α(1+ yF(x,y; t)

)β
,

其中 F(x,y; t)由 (4.17)给出. 利用 (4.22),即可得到 (4.16).

对于 n ≥ 1,令 σ = σ1σ2 · · ·σn 为集合 [n]的一个排列. 约定 σ0 = σn+1 = 0. σ 的
一个左峰 (left peak)是指满足 1 ≤ i ≤ n−1且 σi−1 < σi > σi+1 的指标 i. σ 的一个内
峰 (interior peak)是指满足 2 ≤ i ≤ n− 1且 σi−1 < σi > σi+1 的指标 i. σ 的一个外峰
(exterior peak, outer peak)是指满足 1 ≤ i ≤ n且 σi−1 < σi > σi+1 的指标 i. σ 的一个
谷值 (valley)是指满足 1 ≤ i ≤ n且 σi−1 > σi < σi+1的指标 i.

设 L(σ), M(σ), W (σ)和 V (σ)分别表示排列 σ 的左峰数,内峰数,外峰数和谷值
数. 这里使用的象形符号 L(σ), M(σ)和W (σ)是在文献 [18]引入的,例如字母 L的

形状像左侧有一个峰. 对于排列 σ = 713859624 ∈ S9,有

L(σ) = 3, M(σ) = 2, W (σ) = 4, V (σ) = 3.

σ = σ1σ2 · · ·σn的补排列 (complement)定义为

σ c = (n+1−σ1)(n+1−σ2) · · · (n+1−σn).

从定义可以得到,

W (σ)−1 =V (σ) = M(σ c).

17



对于 n ≥ 1且 0 ≤ k ≤ ⌊n/2⌋,令 L(n,k)表示 [n]上具有 k个左峰的排列的个数. 同
理,分别定义与内峰和外峰相关的M(n,k)和W (n,k),其中 k取值在有效范围内. 对于
n = 0,设定 L(0,0) = M(0,0) =W (0,0) = 1.

定义

Ln(x) =
⌊n/2⌋

∑
k=0

L(n,k)xk.

类似可定义 Mn(x)和Wn(x),

Mn(x) =
⌊(n−1)/2⌋

∑
k=0

M(n,k)xk,

Wn(x) =
⌊(n+1)/2⌋

∑
k=1

W (n,k)xk.

令 L(x, t), M(x, t)和W (x, t)分别为 Ln(x), Mn(x)和Wn(x)的指数生成函数. 山峰多项
式 Mn(x)的生成函数可以由 David-Barton [27]建立的偏微分方程得到. 等价的公式可
以在 Entringer [36], Kitaev [50]和 Zhuang [86]中找到. W (x, t)的表达式可以很容易地从

M(x, t)的公式推导出来. Gessel给出了 L(x, t)的如下显式表达式 [62]:

定理 4.4 (Gessel [62]). 我们有

∑
n≥0

Ln(x)
tn

n!
=

√
1− x√

1− xcosh(t
√

1− x)− sinh(t
√

1− x)
. (4.28)

二元山峰多项式定义如下. 对于 n= 0,定义L0(x,y)= x,M0(x,y)= 1以及W0(x,y)=

y. 对于 n ≥ 1:

Ln(x,y) =
⌊n/2⌋

∑
k=0

L(n,k)x2k+1yn−2k, (4.29)

Mn(x,y) =
⌊(n−1)/2⌋

∑
k=0

M(n,k)x2k+2yn−2k−1, (4.30)

Wn(x,y) =
⌊(n+1)/2⌋

∑
k=1

W (n,k)x2kyn−2k+1. (4.31)

考虑如下文法

G = {x → xy, y → x2}, (4.32)
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令 D为关于文法 (4.32)的形式导数. 对于这三个二元山峰多项式, 有如下文法解释:
当 n ≥ 0时,

Dn(x) = Ln(x,y), Dn(y) =Wn(x,y)

以及当 n ≥ 1时, Dn(y) = Mn(x,y). 文法 (4.32)及其关系式 Dn(x) = Ln(x,y)由 Ma [53]

和 Chen-Fu [11, 14]独立发现,文献 [14]中给出了文法标号.

Chen-Fu [16]用文法演算给出了如下结果:

定理 4.5 (Chen-Fu [16]). 设 L0(x,y) = x,有
∞

∑
n=0

Ln(x,y)
tn

n!
=

x
√

y2 − x2√
y2 − x2 cosh(t

√
y2 − x2)− ysinh(t

√
y2 − x2)

. (4.33)

Proof. 设 D为关于文法 (4.32)的形式导数. 对于 n ≥ 0,有 Dn(x) = Ln(x,y). 因此只
需求得 Gen(x, t).

注意到

D(x−1) =−x−1y, D2(x−1) = x−1(y2 − x2),

所以对于 n ≥ 0,

D2n(x−1) = x−1(y2 − x2)n, (4.34)

D2n+1(x−1) =−x−1y(y2 − x2)n. (4.35)

考虑到奇偶性,有
∞

∑
n=0

D2n(x−1)
t2n

(2n)!
= x−1 cosh(t

√
y2 − x2), (4.36)

∞

∑
n=0

D2n+1(x−1)
t2n+1

(2n+1)!
=− x−1y√

y2 − x2
sinh(t

√
y2 − x2). (4.37)

将式 (4.36)与式 (4.37)加在一起得

Gen(x−1, t) =

√
y2 − x2 cosh(t

√
y2 − x2)− ysinh(t

√
y2 − x2)

x
√

y2 − x2
. (4.38)

因此

Gen(x, t) =
1

Gen(x−1, t)
=

x
√

y2 − x2√
y2 − x2 cosh(t

√
y2 − x2)− ysinh(t

√
y2 − x2)

.

由此得证.
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事实上, 将等式 (4.33) 两边除以 x, 用 x 替换 x2 并令 y = 1, 可得 Gessel 的公式
(4.28).

给定排列 σ = σ1 · · ·σn ∈ Sn,在假设边界条件 σ0 = 0且 σn+1 =+∞的前提下,

• 若 1 ⩽ i < n且 σi−1 < σi < σi+1,则下标 i称为 σ 的一个左双上升;

• 若 1 < i < n且 σi−1 < σi < σi+1,则下标 i称为 σ 的一个双上升;

• 若 1 < i ⩽ n且 σi−1 < σi < σi+1,则下标 i称为 σ 的一个右双上升;

• 若 1 ⩽ i ⩽ n且 σi−1 < σi < σi+1,则下标 i称为 σ 的一个左右双上升.

给定排列 σ = σ1 · · ·σn ∈ Sn,在假设边界条件 σ0 =+∞且 σn+1 = 0的前提下,

• 若 1 ⩽ i < n且 σi−1 > σi > σi+1,则下标 i称为 σ 的一个左双下降;

• 若 1 < i < n且 σi−1 > σi > σi+1,则下标 i称为 σ 的一个双下降;

• 若 1 < i ⩽ n且 σi−1 > σi > σi+1,则下标 i称为 σ 的一个右双下降;

• 若 1 ⩽ i ⩽ n且 σi−1 > σi > σi+1,则下标 i称为 σ 的一个左右双下降.

设 lda(σ), da(σ), rda(σ)和 lrda(σ)(以及对应的双下降符号)分别代表排列 σ 中上述
各类统计量的个数.

记U(n,k)为 [n]上具有 k个双下降的排列数,并定义其多项式为

Un(y) = ∑
k≥0

U(n,k)yk. (4.39)

Elizalde-Noy [35]通过建立常微分方程推导出了Un(y)的生成函数.

定理 4.6 (Elizalde-Noy [35]). 我们有

∞

∑
n=0

Un(y)
tn

n!
=

2
√

(y−1)(y+3)et/2·(1−y+
√

(y−1)(y+3))

1+ y+
√

(y−1)(y+3)− (1+ y−
√

(y−1)(y+3))et
√

(y−1)(y+3)
.

(4.40)

此外, Barry [2]和 Basset [3]也独立得到如下定理.
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定理 4.7 (Elizalde-Noy [35], Barry [2], Basset [3]). 我们有

∞

∑
n=0

U(n,0)
tn

n!
=

√
3

2
et/2

cos(
√

3t/2+π/6)
. (4.41)

Fu [38]提出了一个上下文无关文法 G,

G = {x → xy, y → xz, z → zw, w → xz}. (4.42)

事实上,这个文法是 Eulerian多项式的文法 (1.2)和山峰多项式的文法 (4.32)的统一.
用 x替换 w,用 y替换 z, G变成了文法 (1.2). 用 x替换 z,用 y替换 w, G变成了文法

(4.32). 定义 Pn(i, j)为 [n]上具有 i个左峰和 j个双下降的排列数. 令 P0(x,y,z,w) = z,
对于 n ≥ 1,构造多项式:

Pn(x,y,z,w) = ∑
i, j

Pn(i, j)xiy jzi+1wn−2i− j, (4.43)

其中 0 ≤ j ≤ n−1且 2i+ j ≤ n.

Fu [38] 给出该文法一种文法标记, 用文法演算得到了 Pn(x,y,z,w)的指数生成函

数公式.

定理 4.8 (Fu [38] ). 我们有

∑
n≥0

Pn(x,y,z,w)
tn

n!

=
2z
√

(w+ y)2 −4xzet/2·(w−y+
√

(w+y)2−4xz)

w+ y+
√

(w+ y)2 −4xz− (w+ y−
√

(w+ y)2 −4xz)et
√

(w+y)2−4xz
.

定理 4.8 是上述多个结果的统一. 取 y = z = w = 1, 定理 4.8 退化为定理 4.4.
令 z = x, w = y, 该定理退化为定理 4.5 取 x = z = w = 1, 定理 4.8 得到定理 4.6. 取
x = z = w = 1, y = 0,该定理简化为定理 4.7.

Stanley [76]将 Carlitz-Scoville [9]的一个定理重新表述为

∑
n≥1

(
∑

σ∈Sn

uV (σ)vW (σ)−1wlda(σ)zrdd(σ)

)
tn

n!
= F(x,y; t), (4.44)

其中 x+ y = w+ z, xy = uv, F(x,y; t)由 (4.17)给出. Fu [38] 用另一种文法标记给出了

该式的一个文法证明. 对该式两端关于 t 求导,得到以下定理.
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定理 4.9 (Carlitz-Scoville [9]). 对于 n ≥ 1,定义

Pn(u,v,w,z) = ∑
σ∈Sn+1

uV (σ)vW (σ)−1wrdd(σ)zlda(σ). (4.45)

按照惯例,我们设定 P0(u,v,w,z) = 1. 则有

∑
n≥0

Pn(u,v,w,z)
tn

n!
= (1+ yF(x,y; t))(1+ xF(x,y; t)), (4.46)

其中 x+ y = w+ z, xy = uv,且 F(x,y; t)由 (4.17)给出.

Ji [48] 引入了包含排列下降位-Stirling统计量的多项式,建立了峰,左峰,双上升,
右双上升与左右双上升等统计量生成函数的 (α,β )-扩张,进一步推广了上述定理. 对
n ≥ 1,有

Pn(u,v,w,z | α,β ) = ∑
σ∈Sn+1

uV(σ)vW (σ)−1wrdd(σ)zlda(σ)α lrmax(σ)−1β rlmax(σ)−1. (4.47)

按照约定,令 P0(u,v,w,z | α,β ) = 1. Pn(u,v,w,z | α,β )的前几项如下:

P1(u,v,w,z | α,β ) = αz+βw;

P2(u,v,w,z | α,β ) = α2z2 +2αβwz+β 2w2 +αvu+βvu;

P3(u,v,w,z | α,β ) = α3z3 +3α2βwz2 +3αβ 2w2z+3αβuvz+3α2uvz+αuvz

+βuvz+β 3w3 +3β 2uvw+αuvw+βuvw+3αβuvw.

通过对排列取补可得到如下等价定义:

Pn(u,v,w,z | α,β ) = ∑
σ∈Sn+1

(uv)M(σ)wrda(σ)zldd(σ)α lrmin(σ)−1β rlmin(σ)−1. (4.48)

Ji [48]给出了 Pn(u,v,w,z | α,β )的如下文法:

定理 4.10 (Ji [48]). 设 DH 为关于文法

H = {a → αaz, b → βbw, z → uv, w → uv, u → uw, v → vz}

的形式导数. 对于 n ≥ 0,

Dn
H(ab) = abPn(u,v,w,z | α,β ).
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基于定理 4.10, Ji [48]得到如下生成函数.

定理 4.11 (Ji [48]). 我们有

∑
n≥0

Pn(u,v,w,z | α,β )
tn

n!
=
(
1+ yF(x,y; t)

)α+β
2
(
1+ xF(x,y; t)

)α+β
2 e

1
2 (β−α)(w−z)t ,

其中 x+ y = w+ z, xy = uv,且 F(x,y; t)由 (4.17)给出.

从定理 4.11可以得到许多推论. 我们首先得到 Pn(u,v,w,z | α,β )指数生成函数
的显式表达式.

定理 4.12 (Ji [48]). 我们有

∑
n≥0

Pn(u,v,w,z | α,β )
tn

n!
= e

1
2 (β−α)(w−z)t ×

(
cosh

(
t
2

√
(w+ z)2 −4uv

)

− w+ z√
(w+ z)2 −4uv

sinh
(

t
2

√
(w+ z)2 −4uv

))−(α+β )

.

当 α = β = 1时,定理 4.11变为定理 4.9. 值得一提的是,左峰,左右双上升和双
下降也可通过对 Pn(u,v,w,z | α,β )取特殊值来刻画. 在 (4.48)中令 α = 0,可得

Pn(u,v,w,z | 0,β ) = ∑
σ∈Sn

(uv)L(σ)wlrda(σ)zdd(σ)β rlmin(σ). (4.49)

所以在定理 4.12中取 α = 0,并利用 (4.49),即可得到定理 4.8的 β 扩张.

Gessel-Stanley [39]引入了 Stirling排列. 基于 Stirling排列的 Eulerian多项式称为
二阶 Eulerian多项式,该多项式可通过以下文法生成,见文献 [14]:

x → xy2, y → xy2.

r-Stirling排列和高阶 Eulerian多项式也有类似的文法表示:

x → xyr, y → xyr.

5 文法辅助映射

本节将用两个例子说明,文法可以帮助构造双射. Dumont [31]发现了关于递增树
(increasing trees)的文法:

xi → x0 xi+1, i ≥ 0, (5.1)
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其中 xi 表示出度为 i的顶点的标号. 设 T 是集合 {0,1,2, . . . ,n}上的一棵递增树,并
按下述规则标记顶点. 当将顶点 n+1作为出度为 i的顶点 v的孩子节点添加到树 T

中时,顶点 v的标记会从 xi变为 xi+1,而顶点 n+1会被标记为 x0. 这一过程恰好对应
文法规则 xi → x0 xi+1. 设 D为关于文法 (5.1)的形式导数. Dumont [31]证明:

Dn(x0) = ∑
T

xdegT (0) xdegT (1) · · · xdegT (n), (5.2)

其中,求和范围为集合 {0,1,2, . . . ,n}上的所有递增树 T , degT (i)表示顶点 i在 T 中出

度.

若是根据叶子节点和内部节点对递增树的顶点进行分类, 并使用 x 标记内部节

点,用 y标记叶子节点,则得到如下文法

x → xy, y → xy.

该文法也可生成 Eulerian多项式,由此可得 Eulerian多项式的递增树解释,见 Dumont
[31]. Lin-Liu-Wang-Zang [52]给出了这个结论的生成函数证明.

定理 5.1 (Dumont [31]). 对 n≥ 1, [n]的具有 k个下降位的排列个数等于集合 {0,1,2, . . . ,n}
上具有 k个叶子节点的递增树的个数.

在 Chen-Fu [14]文章中,用类似的方法,给出了如下定理:

定理 5.2 (Chen-Fu [14]). 集合 [n]上具有 k 个左峰的排列个数等于集合 {0,1,2, . . . ,n}
上具有 2k+1个偶度顶点的递增树的个数.

具体来说,在 Dumont关于递增树的文法 (5.1)中,令 x2i = x且 x2i+1 = y,则文法
可简化为生成 “给定左峰数的排列的多项式”的文法 (4.32). 由此, 我们完成了定理
5.2的文法推导. 值得一提的是, Chen-Fu在文献 [16]中给出了该定理的文法辅助双
射.

针对外峰,有如下定理. Chen-Fu [16]给出了相应的文法辅助双射.

定理 5.3 (Chen-Fu [16]). 对 n ≥ 1, 存在一个从 [n] 的排列到 {0,1, . . . ,n} 上递增树的
双射, 该双射将排列的外峰数 k 与递增树中偶数度非根顶点数 j 联系起来, 且满足
k = ⌊( j+1)/2⌋.
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对于排列 σ = σ1σ2 · · ·σn,我们再次假设在开头补一个零,即 σ0 = 0. σ 的一个升
降段或起落段 (up-down run) 是指一个极大的 (由连续元素组成的子序列) 上升或下
降段. 如果我们去掉 σ0 = 0 这个假设, 那么一个极大的上升或下降段被称为波段或
波动段 (alternating run). 例如,排列 21有 2个升降段 (即 02和 21),但只有 1个波段
(即 21).

Ma在文献 [54]中通过递推关系发现了关于升降段计数的文法,即:

G = {a → ax, x → xy, y → x2}.

Chen-Fu [16] 给出了该文法的一种标记. 这个标记说明了从 n元排列生成 n+ 1元排

列的过程中,插入操作是如何影响升降段个数的. 该文法还为构建排列与递增树之间
双射提供了线索,这种双射将升降段的数量映射为递增树中偶数度非根顶点的个数.

定理 5.4 (Chen-Fu [16]). 对 n ≥ 1, [n]的排列构成的集合与 {0,1, . . . ,n}上的递增树构
成的集合之间存在一个双射使得排列的升降段的个数等于其对应递增树中偶数度非

根节点的个数.

下一个例子阐明了 Dumont的文法和 Diaconis-Evans-Graham关于排列统计量的
一个定理的联系. 对于排列 σ = σ1 · · ·σn ∈ Sn,如果 σi > i,则下标 1 ≤ i ≤ n被称为一

个胜位 (excedance). 如果 σi < i,则 i被称为一个降位 (drop). 如果 σi = i,则 i被称为

一个不动点 (fixed point). 显而易见, n 不可能是胜位, 而 1 不可能是降位. σ 的胜位
数,降位数和不动点个数分别记为 exc(σ), drop(σ)和 fix(σ). 排列的降位也被称为反
胜位 (anti-excedance).

Dumont [31]得到了关于排列统计量 (exc,drop,fix)联合分布的文法:

G = {a → az,z → xy,x → xy,y → xy}. (5.3)

定义

Fn(x,y,z) = ∑
σ∈Sn

xexc(σ)ydrop(σ)zfix(σ),

并设 F0(x,y,z) = 1.

定理 5.5 (Dumont [31]). 对 n ≥ 0, Dn(a) = aFn(x,y,z).

Dumont在引用 Roselle的文献 [67]时,虽然对 Roselle的结果有误读,但好像也
不是无的放矢, 不知该作何解释. Roselle [67] 考虑了排列的上升数与连续位 (succes-
sion)的联合分布. 假设 n ≥ 1且 σ = σ1σ2 · · ·σn 为 [n]的排列. 对 1 ≤ i ≤ n− 1,如果
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σi+1 =σi+1,则称 i为 σ的一个连续位 (succession), σ的连续位的个数被记为 suc(σ).
Roselle得到了 (asc,suc)的联合分布的生成函数. 与之相关的另一统计量是 basc,被
Ma-Qi-Yeh-Yeh [59] 称为大升位 (big ascent). 如果对 1 ≤ i ≤ n−1, σi +2 ≤ σi+1,则称
i为 σ 的一个大升位, σ 的大升位的个数被记为 basc(σ). 文献 [59]利用文法研究了
(basc,des,suc)在排列上的联合分布.

虽然 Dumont 的文法不能生成 (asc,suc) 的联合分布, 但是 Chen-Fu [18] 注意到

Dumont的文法适用于 (exc,fix)的联合分布,也适用于 (jump, lsuc)的联合分布. 对一
个排列 σ = σ1σ2 · · ·σn,假设 σ0 = 0. 如果对下标 i (1 ≤ i ≤ n)有 σi−1 +1 = σi,则称 i

为一个左连续位 (left succession);如果对下标 i(1 ≤ i ≤ n)有 σi−1 + 2 ≤ σi,则称 i为

一个跃升位 (jump). lsuc(σ)和 jump(σ)分别计数了 σ 左连续位的个数和跃升位的个
数.

对于 n ≥ 1以及排列 σ ∈ Sn,定义

S(σ) = {i | 1 ≤ i ≤ n−1,σi +1 = σi+1}, (5.4)

G(σ) = {i | 1 ≤ i ≤ n−1,σi = i}, (5.5)

F(σ) = {i | 1 ≤ i ≤ n,σi = i}. (5.6)

在 G(σ)的定义中,下标 n不被考虑. 给定子集 I ⊆ [n−1],用Mn(I)表示满足 S(σ) = I

的排列 σ ∈ Sn 的集合, 用 Gn(I) 表示满足 G(σ) = I 的排列 σ ∈ Sn 的集合. 类似地,
Fn(I)表示满足 F(σ) = I 的 [n]的排列 σ 的集合. Diaconis-Evans-Graham [29] 建立了

如下映射.

定理 5.6 (Diaconis-Evans-Graham [29]). 设 n ≥ 1且 I ⊆ [n−1]. 在 Mn(I)和 Gn(I)之间

存在一个双射.

假设 n ≥ 1且 σ ∈ Sn. 定义

S(σ) = {σi | 1 ≤ i ≤ n−1,σi +1 = σi+1}.

显而易见,对于任何 σ ∈ Sn:

S(σ−1) = S(σ), (5.7)

G(σ−1) = G(σ), (5.8)

F(σ−1) = F(σ), (5.9)
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其中 σ−1 代表 σ 的逆排列. 类似于 S(σ)的符号,对于 n ≥ 1和子集 I ⊆ [n−1],我们
定义 Sn(I)为满足 S(σ) = I 的排列 σ ∈ Sn的集合. 那么定理 5.6可以重新表述如下:

定理 5.7 (Chen-Fu [18]). 设 n ≥ 1且 I ⊆ [n−1]. 在 Sn(I)和 Gn(I)之间存在一个双射.

Chen-Fu [18]注意到 Dumont [31]提出的文法 (5.3)与定理 5.6的联系,得到了该定
理的左连续位版本的双射的文法标号证明.

作为 S(σ)的一个左连续位类比,对于 n ≥ 1和 [n]的排列 σ ,定义

L(σ) = {σi | 1 ≤ i ≤ n,σi−1 +1 = σi}.

对于 [n]的子集 I,定义 Ln(I)为满足 L(σ) = I 的 [n]的排列 σ 的集合.

定理 5.8 (Chen-Fu [18]). 设 n ≥ 1且 I ⊆ [n],存在一个从 Ln(I)到 Fn(I)的双射 Φ,该双
射将统计量 (jump,des−1)映射至统计量 (exc,drop).

6 (g(x)D)n f (x)的展开式

本节讨论算子 (g(x)D)n 作用于函数 f (x)时的展开式,其中 D = d/dx. 这里 g(x)

可视为乘以函数 g(x)的乘法算子. 由

(Dg(x))( f (x)) = (g(x)D)( f (x))+g′(x)( f (x)),

可得算子关系式

Dg = gD+g′, (6.1)

乘法算子 g与微分算子D非交换. 根据 (6.1),我们可得 (g(x)D)n f 展开式的文法生成.
通过 (6.1),我们还可以从正规序的角度来描述 (g(x)D)n f 的展开式.

关于 (g(x)D)n f (x)的展开已有丰富研究,见Scherk [69], Comtet [25], Mansour-Schork
[60] 以及 Han-Ma [43]. 特别地, Carlitz-Scoville [8] 研究了算子 ((1+ x2)D)n f (x)的展开

式. 实际上,这类多项式最早可追溯到 Knuth-Buckholtz [51]对 Euler数的研究. 关于导
数多项式 (derivative polynomials)的生成函数和文法演算,见 [17, 45].

假设

Fn = (g(x)D)n f (x) =
n

∑
k=0

An,k(g0,g1, . . . ,gn−k) fk, (6.2)
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这里 fi = Di( f ) 以及 gi = Di(g). 多项式 An,k(g0,g1, . . . ,gn−k) 被称为 A-多项式 (A-
polynomials),其系数见 OEIS序列 [62] A139605. 令 f0 = f , g0 = g,以及 A0,0 = 1. 当
n ≤ 4,我们有

F0 = f0,

F1 = g0 f1,

F2 = g0g1 f1 +g2
0 f2,

F3 = (g2
0g2 +g0g2

1) f1 +3g2
0g1 f2 +g3

0 f3,

F4 = (g3
0g3 +4g2

0g1g2 +g0g3
1) f1 +(4g3

0g2 +7g2
0g2

1) f2 +6g3
0g1 f3 +g4

0 f4.

Scherk在 1823年的博士论文 [69]中定义了 A-多项式,并计算了 n ≤ 5时的表达

式,见 Blasiak-Flajolet [1]. Murphy [61] 在 1837年也计算了前几项的值. Comtet [25] 得
到了以下公式.

命题 6.1 (Comtet [25]). 对 1 ≤ k ≤ n,我们有

An,k =
g0

k! ∑(2− k1)(3− k1 − k2) · · ·(n− k1 − k2 −·· ·− kn−1)
gk1

k1!
· · ·

gkn−1

kn−1!
, (6.3)

这里求和遍历所有满足以下条件的非负整数序列 (k1,k2, . . . ,kn−1),其中 k1+k2+ · · ·+
kn−1 = n− k且对于任意 1 ≤ j ≤ n−1均有 k1 + · · ·+ k j ≤ j.

用树的结构描述偏导数算子对多元函数的作用的思想源于 Cayley. 沿着这个方
向, Copeland [26] 得到了 An,k 的一个组合解释. 假设 T 为 {0,1, . . . ,n}上的一棵递增
树, degT (i)为顶点 i在 T 中的出度, T 的权重定义为

gdegT (1) · · · gdegT (n) fdegT (0).

定理 6.1 (Copeland [26], Blasiak-Flajolet [1]). 对 n ≥ 1, Fn 等于 {0,1, . . . ,n}上所有递增
树的权重总和.

Chen-Fu-Wang 1给出了 Fn的生成文法.

定理 6.2 (Chen-Fu-Wang 1)). 设 D为以下文法的形式导数,

G = { fi → g0 fi+1, gi → g0 gi+1 | i = 0,1,2, . . .}, (6.4)

则 Fn = Dn( f0).
1 Chen W Y C, Fu A M, Wang E L. Grammatical calculus for normal ordering. Preprint, 2026
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结合 Dumont [31] 给出的递增树的文法 (5.1),可以直接得到 Copeland和 Blasiak-
Flajolet关于 An,k 的组合解释,见定理 6.1.

一个长度为 n 的整数序列 e = (e1,e2, . . . ,en) 被称为逆序序列, 如果它满足对于
所有的 1 ≤ i ≤ n, 都有 0 ≤ ei < i. Han-Ma [43] 得到了 (gD)n f 的逆序序列 (inversion
sequence)表示,并由此得到了命题 6.1.

对于顶点集为 {0,1,2, . . . ,n}的一棵递增树, n必然是一个叶子节点,记 n的父节

点标号为 en. 在移除该叶节点 (以及与之相连的边) 后, n− 1 必然是叶子节点, 记其
父节点标号为 en−1. 重复此过程,即移除当前最大标号的叶节点,可得到该递增树的
Prüfer码 (Prüfer code) (e1, . . . ,en). 这个 Prüfer码构成一个逆序序列,且标号 i在逆序

序列中出现的次数正好对应于递增树中该顶点的出度. 基于此双射关系,可得如下关
系式,

∑
T

tdegT (0)
0 tdegT (1)

1 · · · tdegT (n)
n = t0 (t0 + t1) · · · (t0 + t1 + · · ·+ tn−1), (6.5)

其中求和遍历所有顶点集为 {0,1,2, . . . ,n}的递增树 T . 若要展开上述乘积式,可依次
考虑 tn−1, tn−2, . . ., t1, t0的幂次. 如果展开式中出现项 t j

i ,则表示顶点 i的出度为 j. 而
该项对应于 A-多项式的变量 g j,见 Chen-Fu-Wang 1).

对于 g(x)= x的情况, (xD)n的展开可看作是正规序问题的一个特例. 正如 Schork
[70]所说,关于正规序的最早显式结果或许可以追溯到 Scherk [69]在 1823年的博士论
文中得到的结果. 考虑满足如下交换关系的两个算子 X 和 D

DX −XD = I, (6.6)

其中 I 表示恒等算子. 这个代数称为第一Weyl代数. 任意一个由 X 和 D构成的单项

式都可以写成

ω = X r1Ds1X r2Ds2 · · ·X rnDsn ,

其中 rk,sk ≥ 0. 将一个表达式 ω 写成正规序形式,即

ω = ∑
r,s∈N

Sr,s(ω)X rDs,

其中唯一确定的系数 Sr,s(ω)称为正规序系数.

Ma-Mansour-Yeh-Yeh [58]考虑了 (w(x,y, . . .)DG)
n的正规序展开,这里 DG是 G的

形式导数. 例如,给定G= {x→ u(x,y), y→ v(x,y)}以及函数w(x,y),可将 (w(x,y)DG)
n
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展开为

(w(x,y)DG)
n =

n

∑
k=0

ξn,k(x,y)wk(x,y)Dk
G.

这里的系数 ξn,k(x,y)由文法 G和权函数 w(x,y)共同决定.

令 cdes(π)表示排列 π 的循环下降数. 具体地,将 π 写成不交循环的形式. 若在
某个循环的线性表示中, a在 b的前一个位,且 a > b,则称 (a,b)为一个循环下降. 例
如, 对于 π = (1,4,2)(3,5,7)(6,9,8), 其循环下降为 (4,2) 和 (9,8), 因此 cdes(π) = 2.
Ma-Mansour-Yeh-Yeh [58]得到了如下结果.

定理 6.3 (Ma-Mansour-Yeh-Yeh [58]). 设

G = {x → y, y → py}.

则对任意 n ≥ 1,有

(xDG)
n = ∑

π∈Sn

xn−exc(π)yexc(π)pcdes(π)Dcyc(π)
G . (6.7)

如果在 (6.7)的右端把DG用变量 q表示,所得和式被称作 (cdes,cyc)(p,q)-Eulerian
型多项式. Ma-Mansour-Yeh-Yeh [58] 通过文法,证明了 Eulerian多项式,二阶 Eulerian
多项式, B型 Eulerian多项式以及升降段多项式表示为正规序展开式.

7 Ramanujan多项式

正如 Berndt [4, 5] 所指出的, Ramanujan 多项式最初的定义似乎与组合结构并无
多大关系. 但事实并非如此,无形之间, Ramanujan多项式归属到了组合分析的范畴,
并成为了富有成果的研究方向.

Ramanujan多项式有三个独立的起源. 首先, Ramanujan [4, 65] 通过下述关系定义

了多项式 ψk(r,x),此多项式被称为 Ramanujan多项式.

∞

∑
k=0

(x+ k)r+k e−u(x+k) uk

k!
=

r+1

∑
k=1

ψk(r,x)
(1−u)r+k . (7.1)

Ramanujan多项式的第二个起源是 Shor关于标号有根树 (labeled rooted trees)的
插入算法, 见文献 [73]. 作为 Cayley 公式的细化, Shor 引入了有根树的一个统计量,
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即不当边 (improper edges). Zeng [83]发现了如下关系式,即

Qn,k(x) = ψk+1(n−1,x+n). (7.2)

令 Tn+1,k 表示顶点集为 [n+1],以 1为根节点且包含 k条不当边 (improper edges)的
有根树集合,那么

Qn,k(x) = ∑
T∈Tn+1,k

xdegT (1)−1, (7.3)

其中 degT (i) 表示节点 i 在有根树 T 中的出度. 如果 (i, j) 为 T 的一条边且 i 小于

以 j 为根的子树中的任何顶点, 则称该边为适当边 (proper edge), 否则称为不当边
(improper edge). 这是 Ramanujan多项式的第二个起源.

有些让人意想不到的是, 大约在同一时间段, Dumont-Ramamonjisoa [32] 研究了

Ramanujan的一个隐函数方程的级数解:

x = ye−y +
a−1

a
(e−y −1), (7.4)

其中 y是关于 x的无常数项的形式幂级数. 借助文法的概念他们独立发现了 Shor的
插入算法和相应的多项式. 这是 Ramanujan 多项式的第三个起源. 这些线索自然留
下一个疑问, Ramanujan在定义 ψ 多项式时,是否意识到与他自己的隐函数方程 (7.4)
有关? 或许这只是一个巧合,我们没必要作过度的解读.

Dumont-Ramamonjisoa为了得到 y和 ey 关于 x的展开, 考虑了如下上下文无关
文法,

A → A3S, S → AS2. (7.5)

独立于 Shor [73], Dumont-Ramamonjisoa 得到了标号树中添加新节点的插入过程, 进
而给出 y和 ey的展开式系数一个组合解释.

用 Rn,k 表示 [n]上具有 k 条不当边的有根树构成的集合,用 R(n,k)表示该集合

的元素个数. 同时,用 T (n,k)表示 Tn+1,k 中元素个数,即 [n+1]上以 1为根节点且包
含 k条不当边的有根树的个数. 数值 R(n,k)和 T (n,k)在 OEIS [62]中分别被列为数列

A054589和 A217922. 给定方程 (7.4), Dumont-Ramamonjisoa得到

y = ∑
n≥1

(
n−1

∑
k=0

R(n,k)an+k

)
xn

n!
,
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ey = 1+ ∑
n≥1

(
n−1

∑
k=0

T (n,k)an+k

)
xn

n!
.

换句说, 他们给出了多项式 Qn,k(x) 一些特殊值的组合解释, 发现 Qn,k(0) = R(n,k),
Qn,k(1) = T (n,k). 此外,还得到了 Qn,k(−1)等于集合 [n]上具有 k条不当边且顶点 1

为叶节点的有根树的数量. 值得一提的是, Wang-Zhou [79] 发现 Qn,k(−1)与带 n个标

记点的亏格 0稳定曲线模空间的加细轨形欧拉示性数相关.

Chen-Yang [21]在Dumont-Ramamonjisoa的文法基础上给出了Ramanujan多项式
Qn,k(x)的文法. 在文献 [19]中, Chen-Fu-Wang给出了一个带有额外标号的文法,称之
为直译文法 (literal), 取意为一个标号正好代表递归构造的一种情形. 而直译文法不
仅为文法构造提供框架, 有时候在进行文法演算时还更为简便. 根据插入算法, 所得
直译文法如下:

a → axv, x → xvz, z → vz2, v → uv2z, u → u2vz. (7.6)

假设 T ′ 是 [n−1]上的一棵根为 1的有根树,其中 n ≥ 1. 考虑把 n插入到 T ′,生
成顶点集为 [n]有根树 T . 其中,根节点 1的标号为 a,根节点的孩子节点标记为 x,其
余顶点标记为 z. 所有的边都标记为 v,而不当边则额外带有一个标签 u. 根据 n在 T

中的出度,我们有三种情形,即出度为 0, 1,或大于 1. 这三种情形可用标号 z,v,u来表

示,而这三种情形下的插入操作,称为 z-插入, v-插入和 u-插入.

1. z-插入 (z-insertion). 对于顶点 i (i不是根节点 1,也不是根节点的孩子节点),可
以将 n作为 i的叶子节点添加. 此时形成一条新边和一个新顶点,见图 2. 如果
我们用 z标记顶点,用 v标记新边,则得到如下规则:

z → z(vz).

i(z)
−−−−→ i(z)

n(z)
v

图 2: z-插入.
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2. v-插入 (v-insertion). 对任意一条边进行插入 n的操作,见图 3. 我们得到如下规
则:

v → v(uvz).

i

j
v

−−−−→
i

n(z)

j

v

vu

图 3: v-插入.

3. u-插入 (u-insertion). 每条不当边都可以用来添加 n. 在此情形下,会创建一条不
当边,见图 4. 对应如下规则:

u → u(uvz).

此处我们采用符号 β ( j) 表示以 j 为根的子树中顶点的最小值, 其中 β ( j1) <

β ( j2)< · · ·< β ( jl),节点 jd+1, . . . , jl 可能为空.

i

j1 jd jd+1 jl

. . . . . .
u −−→

n(z)

j1 jd
i

jd+1 jl

. . .

. . .

u vu

图 4: u-插入.

同理,针对根节点以及对根节点的孩子节点的插入操作所对应的生成规则为 a→
axv和 x → xvz. 这些操作所引起的标号变化正好可由上述文法来表达. 我们称所得文
法为直译文法,理由不言自明.

假设 D为文法 (7.6)的形式导数,可得 Ramanujan多项式的文法表示:

Dn(a) = axvnzn−1
n−1

∑
k=0

Qn,k(xz−1)uk. (7.7)
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利用文法演算可推导出 Ramanujan 多项式的指数生成函数, 以及有组合意义的文法
恒等式. 令

Rn(u) =
n−1

∑
k=0

R(n,k)uk.

前几项 Rn(u)值如下:

R1(u) = 1,

R2(u) = 1+u,

R3(u) = 2+4u+3u2,

R4(u) = 6+18u+25u2 +15u3,

R5(u) = 24+96u+190u2 +210u3 +105u4.

在研究多项式系数的单调性时, 通常我们用 q 表示一个多项式序列 { fn(q)}n≥0

的变量. 用 f (q)≥q g(q)表示 f (q)−g(q)作为 q的多项式具有非负系数. 如果对任意
m ≥ 1,

fm+1(q) fm−1(q)≥q fm(q)2,

则称多项式序列 { fn(q)}n≥0是 q-对数凸的 (q-log-convex). 如果对任意 n ≥ m ≥ 1,

fm−1(q) fn+1(q)≥q fm(q) fn(q),

我们则称序列 { fn(q)}n≥0是强 q-对数凸的 (strongly q-log-convex).

Chen-Wang-Yang [22] 证明了多项式 {Rn+1(q)}n≥0 是强 q-对数凸的,因此也是 q-
对数凸的. Sokal [74]得到了关于 Rn(q)更一般的结果,即由多项式 Rn(q)构成的 Han-
kel矩阵 (Ri+ j+1(q))i, j≥0的所有子式都是系数非负的多项式.

8 文法与平面树的插入算法

Shor [73] 和 Dumont-Ramamonjisoa [32] 的插入算法对于标号平面树也适用. 这里
的关键点是只需把每条边都当成不当边即可. 假设 n ≥ 1,把 [n+ 1]上节点标号平面

树的集合记为L Pn,显然 |L Pn|= (n+1)!Cn,其中Cn为 Catalan数,见 OEIS [62]序
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列 A000108,其组合解释之一为 n条边的 (有根非标号)平面树的个数. 记 On 为根为

0的标号平面树,其中标号为 {0,1,2, . . . ,n}. 显然, |On|= n!Cn.

选票数 (ballot numbers) T (n,k)是 Catalan数的一个细化版本, 见 OEIS序列 [62]

A009766. 对于 n ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n, T (n,k)定义如下,

T (n,k) =
n− k+1

n+1

(
n+ k

k

)
,

满足

(n+2)T (n+1,k) = (n− k+2)T (n,k)+(2n+2k)T (n,k−1). (8.1)

且我们有

n

∑
k=0

T (n,k) =Cn+1.

T (n,k)可解释为具有 n+1条边且根的出度 (即孩子节点的个数)为 n−k+1的 (非标
号)平面树的个数. Ma [55]利用递推关系 (8.1)给出了选票数 T (n,k)的生成文法.

定理 8.1 (Ma [55]). 假设 D是如下文法的形式导数:

G = {a → a2b2, b → b3c2, c → b2c3}, (8.2)

则对 n ≥ 0,我们有

Dn(a2b2) = (n+1)!a2b2n+2
n

∑
k=0

T (n,k)an−kc2k. (8.3)

对 n ≥ 1,1 ≤ k ≤ n, Narayana数 (见 OEIS序列 [62] A001263)的定义如下:

N(n,k) =
1
n

(
n
k

)(
n

k−1

)
.

Narayana数是 Catalan数的另一个细化,其满足

(n+2)N(n+1,k) = (n+2k)N(n,k)+(3n+4−2k)N(n,k−1), (8.4)

和
n

∑
k=1

N(n,k) =Cn. (8.5)
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N(n,k)可解释为具有 n+1个顶点和 k个叶子的 (有根非标号)平面树的个数. 根据递
推关系 (8.4), Ma-Ma-Yeh [56]给出了 N(n,k)的文法,并证明了 Narayana多项式 Nn(x)

是 γ-正性的,这里 Nn(x)是以 N(n,k)为系数的多项式,定义为

Nn(x) =
n

∑
k=1

N(n,k)xk.

定理 8.2 (Ma-Ma-Yeh [56]). 假设 D是以下文法的形式导数,

G = {u → u2v3, v → u3v2}, (8.6)

则对于 n ≥ 1,

Dn(u2) = (n+1)!
n

∑
k=1

N(n,k)u3n−2k+2 vn+2k. (8.7)

并且 Narayana多项式 Nn(x)是 γ-正性的.

Ma-Ma-Yeh [56] 指出, Nn(x)的 γ-正性可由如下文法变换得到: x = uv,y = u2 + v2

且 z = u2. Ma 提出了定理 8.2 文法 (8.6) 的标号证明的问题, 见文献 [52]. Lin-Liu-
Wang-Zang [52] 和 Yang-Zhang [82] 独立得到了相同的标号平面树插入算法, 解决了
Ma提出的问题. Yang-Zhang给出的文法如下,

G = {t → t2(x+ y), x → 2txy, y → 2txy}. (8.8)

假设 D是关于文法 (8.8)的形式导数,则对 n ≥ 1,

Dn(y) = (n+1)!tn
n

∑
k=1

N(n,k)xkyn−k+1. (8.9)

设 t = uv, x= u2, y= v2,文法 (8.6)变成为文法 (8.8). 令 y= x,由文法 (8.8)可得Catalan
数的生成文法

G = {t → 2t2x, x → 2tx2}. (8.10)

对 n ≥ 0,有

Dn(x) = (n+1)! tn xn+1Cn. (8.11)

Deutsch [28] 得到了一个关于 Dyck路的计数公式, 等价于 Narayana数和选票数
的统一公式,我们称之为 Deutsch数,记为 Dr(n,k),其组合意义对应于由 n+1个节点

组成,满足根节点出度为 r且包含 k个叶子的平面树的集合.
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图 5: O5中一个平面树的标号

定理 8.3 (Deutsch [28]). 对 n ≥ 1, 1 ≤ r,k ≤ n,

Dr(n,k) =
r
k

(
n−1
k−1

)(
n−1− r

k− r

)
. (8.12)

注意到,利用Shor和Dumont-Ramamonjisoa对标号平面树的插入算法,可得Cata-
lan数及其细化的生成文法. 对于根节点为 0的标号平面树,定义如下标号方案: 这里
r表示可对根节点添加一个叶子的位置, s为可对非根内部节点添加叶子的位置, t 为

可对叶子节点添加叶子的位置. v 是任意一条边的标号, 且对一个非根节点, 它和最
后一个孩子构成的边添加标号 w,与其他孩子构成的边添加标号 u,如图 5所示. 标号
平面树的权重定义为所有标号的乘积. 用 Gn(r,s, t;u,v,w) 表示在这个标号方案下所

有在集合 On中的平面树的权重和.

由于 w-插入会导致增加一个叶子,如图 6所示,我们得到的文法规则为

w → stuvw.

i

j1 jd
. . .

vw −−→
n

j1 jd i
. . .

vu vw

图 6: w-插入.

定理 8.4. 假设 D是以下文法的形式导数,

G = {r → r2tv, s → s2tuv, t → s2tvw, u → s2uvw, v → s2v2w, w → stuvw}. (8.13)
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对 n ≥ 0,

Dn(r) = Gn(r,s, t;u,v,w). (8.14)

有了上述文法,通过文法演算即可得到生成函数 Gen(r, t). 由文法求生成函数的
演算见文献 [14, 16, 17, 19, 30]. 令 r = a, s = u = c, t = v = w = b,则上述文法 (8.13)
就变换为文法 (8.2). 若在 (8.13)中将 u, t,v,w换成 s,则得到文法

G = {r → r2s2, s → s5}. (8.15)

假设 D为以上文法的形式导数,则对 n ≥ 0,

Dn+1(r)
∣∣
s=1 = (n+1)!

n

∑
k=0

T (n,k)rn−k+2.

9 文法与稳定多项式

本节介绍怎样用文法构造稳定的多元组合多项式. 假设 f (z1,z2, . . . ,zn)∈C[z1,z2, . . . ,zn].
如果对满足 Im(zi) > 0 (1 ≤ i ≤ n) 的变量 z1,z2, . . . ,zn, 有 f (z1,z2, . . . ,zn) ̸= 0, 则称
f (z1,z2, . . . ,zn) 是稳定多项式 (stable polynomial). 对于实系数多项式, 这也被称为实
稳定的 (real stable). 一个实系数单变量多项式 f (z) ∈ R[z]是稳定的当且仅当它具有
全实根.

许多单变量的组合多项式具有全实根, 而相应的多元多项式是稳定的. 下面考
虑一类多元组合多项式. 令 [n]2 表示多重集 {1,1,2,2, . . . ,n,n}. [n]2 的一个排列 π =

π1π2 · · ·π2n−1π2n 被称为 Stirling 排列, 如果 π 满足若 πi = π j(其中 i < j), 则对于所
有满足 i < k < j 的 k, 都有 πk > πi. 规定 π0 = π2n+1 = 0. 记 Qn 为多重集 [n]2 上

的 Stirling 排列构成的集合. 作为 Stirling 排列的一种推广, Legendre-Stirling 排列由
Egge [33]引入. 对于任意 n ≥ 1,令Mn为多重集 {1,1, 1̄,2,2, 2̄, . . . ,n,n, n̄}. Mn上的排列

π = π1π2 . . .π3n 被称为 Legendre-Stirling排列,若 i < j < k 且 πi = πk 均为无杠数字,
则必有 π j > πi. 这里设定 π0 = π3n+1 = 0. 一个带标记的 Stirling排列 (marked Stirling
permutation)定义如下: 给定一个 Stirling排列 π = π1π2 · · ·π2n,若元素 πi 满足以下条

件: πi在排列 π 中是第二次出现,且满足不等式 πi < πi+1,则可以对该元素 πi进行标

记,用 ī来表示被标记的元素 i. 一个带标记的 Stirling排列是指根据上述规则对部分
元素进行标记后得到的 Stirling排列,其中允许不标记任何元素. 令 Q̄n 表示集合 [n]2
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上的所有带标记 Stirling 排列的集合. 例如, 对于 [1]2, 只有一个带标记的 Stirling 排
列: 11. 对于 [2]2,共有四个带标记的 Stirling排列:

2211, 1221, 1122, 11̄22.

Chen-Hao-Yang [20] 从上下文无关文法的角度, 给出了 Legendre-Stirling 排列与
带标记 Stirling排列的文法, 并得到多元稳定多项式, 回答了 Haglund-Visontai [41] 在
研究二阶 Eulerian 多项式的稳定多重细化 (stable multivariate refinements) 时提出的
两个问题.

如果 f (z1,z2, . . . ,zn)中任何变量的次数最多为 1,则称其为多重仿射多项式 (mul-
tiaffine polynomials). 记 Cma[z1,z2, . . . ,zn]为所有多重仿射多项式构成的复线性空间.
若对任意稳定的多项式 f ∈ Cma[z1,z2, . . . ,zn], T ( f )要么仍然稳定,要么恒等于零,则
称算子 T 为多重仿射多项式的弱稳定性保持算子. Borcea-Brändén [7] 证明了如下结

果.

定理 9.1 (Borcea-Brändén [7]). 给定线性算子 T : Cma[z1,z2, . . . ,zn]→C[z1,z2, . . . ,zn],如
果多项式

T

(
n

∏
i=1

(zi +wi)

)
∈ C[z1, . . . ,zn,w1, . . . ,wn]

是稳定的,则 T 是多重仿射多项式的弱稳定性保持算子.

令 X = (x1,x2, . . . ,xn), Y = (y1,y2, . . . ,yn), Z = (z1,z2, . . . ,zn),U = (u1,u2, . . . ,un)且

V = (v1,v2, . . . ,vn). 定义 Bn(X ,Y,Z,U,V )如下:

Bn(X ,Y,Z,U,V ) = ∑
π

∏
i∈X(π)

xπi ∏
i∈Y (π)

yπi ∏
i∈Z(π)

zπi ∏
i∈U(π)

uπi ∏
i∈V (π)

vπi ,

其中 π 遍历Mn上所有的 Legendre-Stirling排列. 这里 X(π),Y (π),Z(π),U(π)和V (π)
定义如下: 对于 Mn上的一个 Legendre-Stirling排列 π ,

X(π) = {i | πi−1 ≤ πi, πi无杠且首次出现},

Y (π) = {i | πi > πi+1, πi无杠},

Z(π) = {i | πi−1 ≤ πi, πi无杠且是第二次出现},

U(π) = {i | πi−1 ≤ πi, πi带杠},

V (π) = {i | πi > πi+1, πi带杠}.
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多元多项式 Bn(X ,Y,Z,U,V )可由相应的上下文无关文法及其文法标号得到. 具
体地, 在递归插入新的最大元素时, 文法刻画各类位置标号的变化, 而形式导数的迭
代正好生成上述按 X(π),Y (π),Z(π),U(π),V (π) 加权的多项式. 因此, 多项式稳定性
的证明可以转化为证明由文法诱导的线性算子保持稳定性. 由此得到了如下定理.

定理 9.2 (Chen-Hao-Yang [20]). 对 n ≥ 1,多元多项式 Bn(X ,Y,Z,U,V )是稳定的.

给定一个 Stirling排列 π = π1π2 · · ·π2n ∈ Qn,假定 π0 = π2n+1 = 0. 定义

A(π) = {i | πi−1 < πi, 1 ≤ i ≤ 2n},

D(π) = {i | πi > πi+1, 1 ≤ i ≤ 2n},

P(π) = {i | πi−1 = πi, 1 ≤ i ≤ 2n}.

对于带标记的 Stirling 排列 π̄ , 将其统计量 D(π̄), A(π̄) 以及 P(π̄) 分别定义为 π 的
相应集合 D(π), A(π) 和 P(π), 其中 π 指对 π̄ 去掉标记后的排列, 且我们依然假定
π0 = π2n+1 = 0. 如对带标记的 Stirling排列 π̄ = 1 1̄ 2 2,有

A(π̄) = {1,3}, D(π̄) = {4}, P(π̄) = {2,4}.

定义如下多元多项式:

Tn(X ,Y,Z) = ∑̄
π

∏
i∈A(π̄)

xπi ∏
i∈D(π̄)

yπi ∏
i∈P(π̄)

zπi ,

其中 π̄ 遍历 [n]2 的所有带标记的 Stirling 排列, Chen-Hao-Yang [20] 还得到了如下结

果.

定理 9.3 (Chen-Hao-Yang [20]). 对 n ≥ 1,多元多项式 Tn(X ,Y,Z)是稳定的.

最近, Yang-Zhang [82] 使用上下文无关文法和文法标号引入了 Narayana 多项式
的多变元形式,并证明了它们的稳定性.

10 非交换文法演算与 q-文法演算

本节介绍最近的两个进展.
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第一,基于 Leibniz公式的文法演算所涉及的变量都是可交换的. 而上下文无关
文法的本质是用生成法则刻画一个语言, 或者我们所关心的组合结构. 理论上讲, 我
们并不要求文法的变量是可交换的, 正如我们不要求一个形式语言的字母是可交换
的. 关键的问题是, 如何根据文法的生成规则来定义合适的算子 (形式导数), 从而在
非交换条件下进行文法演算.

Ehrenborg [34] 将 Dumont 关于 Eulerian 多项式的文法思想提升到非交换情形.
Dumont的经典文法可写为

x → xy, y → xy.

它作用在交换变量 x,y的多项式环上,并可用于生成 Eulerian多项式. Ehrenborg则在
非交换多项式环 R⟨a,b⟩上引入替换规则

a → ba, b → ab.

由于 a 和 b 不交换, 上述规则保留了变量出现的顺序信息, 因而可视为 Dumont 文
法的一个非交换类比. Ehrenborg通过分析棱锥与棱柱算子的迭代性质可得单纯型的
cd-指标,由此推导了 n维单纯形与 n维立方体 cd-指标的指数生成函数,这为多面体
组合学的 cd-指标理论提供了新的思路.

第二是 q-文法演算. 关于组合 Mahonian 统计量的计数问题往往涉及 q-二项式
系数,亦称为高斯系数. 怎样建立一个文法演算系统使得 q-二项式反演公式成立,或
者说怎样找到合适的 q-微分算子满足 q-Leibniz 公式, 这是 q-文法演算的基本问题.
Han-Ji-Xiong [42] 建立了 q-文法 (q-derivative grammars) 的一个框架, 定义了相应的
q-微分算子. 对一类特殊的 q-文法 (被称为 q-线性文法), 其对应的 q-微分算子满足
q-Leibniz公式:

Dn( f g) =
n

∑
k=0

[
n
k

]
q
Dk( f ) ↑k

(
Dn−k(g)

)
.

在 q-文法中,为了记录 q-权重和乘法中的移位效应,需定义移位算子

↑ (xi) = xi+1,

并延拓到单项式和多项式上.

下面的例子是 q-Eulerian多项式 Ainv
n (q;x,y)的 q-文法. 定义

Ainv
n (q;x,y) = ∑

σ∈Sn

qinv(σ)xasc(σ)ydes(σ),
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这里 inv(σ)表示 σ 的逆序数,即

inv(σ) = |{(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n, σi > σ j}|,

其余的记号如前. Ainv
n (q;x,y)的前几个值如下:

Ainv
1 (q;x,y) = xy,

Ainv
2 (q;x,y) = x2y+qxy2,

Ainv
3 (q;x,y) = x3y+(2q+2q2)x2y2 +q3xy3.

Eulerian多项式的文法涉及两个变量 x和 y,对于 q-文法,我们需要生成两个序列
(x0,x1,x2, . . .)和 (y0,y1,y2, . . .),并假设 xi和 yi有如下顺序

x0 < y0 < x1 < y1 < x2 < y2 < · · · . (10.1)

定义文法

Ginv = {x j → q jy jx j+1, y j → q jy jx j+1 | j = 0,1,2, . . .}. (10.2)

其中用 ρ 表示把一个单项式按 (10.1)的顺序整理成标准形式.

对应的 q-微分算子 D定义如下:

D(w1w2 · · ·wn) =
n

∑
i=1

ρ
(
w1 · · ·wi−1R(wi) ↑ (wi+1 · · ·wn)

)
,

这里假设 w1w2 · · ·wn已经是标准形式, R(wi)表示对 wi按文法规则进行替换. 对任意
整数 k ≥ 1,定义 Dk( f ) = D(Dk−1( f )).

定义赋值映射

ϕ(x j) = x, ϕ(y j) = y.

并设 D是关于 q-文法 (10.2)的 q-微分算子,则

ϕ
(
Dn(x0)

)
= Ainv

n (q;x,y).

例如,

D(x0) = R(x0) = y0x1,

D2(x0) = D(y0x1) = R(y0)x2 + y0R(x1) = y0x1x2 +qy0y1x2,
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D3(x0) = D(y0x1x2 +qy0y1x2)

= R(y0)x2x3 + y0R(x1)x3 + y0x1R(x2)+qR(y0)y2x3 +qy0R(y1)x3 +qy0y1R(x2)

= y0x1x2x3 +qy0y1x2x3 +q2y0x1y2x3 +qy0x1y2x3 +q2y0y1x2x3 +q3y0y1y2x3.

由此可得,

ϕ(D(x0)) = xy,

ϕ(D2(x0)) = x2y+qxy2,

ϕ(D3(x0)) = yx3 +qy2x2 +q2y2x2 +qy2x2 +q2y2x2 +q3y3x.

利用 q-文法标号, Han-Ji-Xiong [42] 证明了上述 q-文法能生成 q-Eulerian多项式
Ainv

n (q;x,y),并用 q-文法演算推导出其生成函数；他们还给出了 q-Roselle多项式的 q-
文法,用 q-文法演算推导出 q-指数型生成函数,并建立了两类 q-André多项式的 q-文
法及对应的递推关系.

致谢 作者感谢审稿人提出的宝贵意见.
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